CLASA a 12-a

1. Calculati
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Solutie. Cu schimbarea de variabila x = 6 — t obtinem
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2. Fie M o multime dotata cu o lege de compozitie asociativa ,-”, avand proprietatile:
i) daca x,y,z € M si vy = xz sau yr = zz, atunci y = z;
ii) pentru orice x € M, multimea {z" | n € N*} este finita.
Aratati ca (M, -) este grup.
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Solutie. Sa fixam a € M. Deoarece multimea {a" | n € N*} este finita, exista p,q € N*,

p > q astfel incat a? = a9. Aratam ca e = a?~? este element neutru........................ 2p
intr-adevér, daca x € M atunci a?x = ax de unde, conform i), a?~%z = z, adica ex = x. In
mod similar deducem xe = x, Ve € M ... o 3p
Luand acum x € M oarecare, exista p,qg € N, p — 1 > ¢ > 0, astfel incat P = x9, ceea ce
aratd ca x are inversul @9l 2p
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3. Determinati valoarea maxima a integralei / vVt + (y — y?)%dx pentru 0 < y < 1.
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Solutie. Avem I < (2% + (y — y?))dx = y* — 3 < FRRRRRRRERTEEEREERPREIRRERRRES 4p
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Cum pentru y = 1 obtinem I = 3 reiese ca maximul cerut este g 3p
4. Fie (L,+,-) un corp comutativ in care 1+ 1 # 0. Aritati c solutiile ecuatiei 22 +y* = 1,
x,y € Lsunt (1 ,O) si perechile de forma ((r* — 1)(r? + 1)1, 2r(r? +1)7!), under € L, r? # —1.
*kk

Solutie. Prin verificare directa, rezulta ca perechile enumerate in enunt, sunt solutii . . . .. 2p
Reciproc, dacd o pereche (x,y) este solutie si x # 1, fier =y(1 —x)~ ..., 2p
Atunci P =¢?*(1—2)2=(1—-2)(1—-2)2=(1+2)(1 —2)!, deunde (1 — z)r* =1+ z,
salu 2 = (12 — 1) (r2 1) T 2p

De asemenea, y =r(1—xz)=r(r?+1—(r*=1) (P + 1)t =2r(r2+ 1) ... L. 1p



